Program 16 Zadania dodatkowe

Catkowanie 1

1 Jesli gaz doskonaly ulega adiabatycznej kompresji lub rozprezaniu, nie ma utraty
ciepla, a niewielka zmiana 6T temperatury T jest powigzana z niewielkg zmiang 6V
objetosci V zgodnie z rdwnaniem

oT %
=—0-15

Cp
Cv
niu i statej objetosci. Zakladajac male zmiany i catkujgc, wykaz, ze dla gazu prze-
chodzacego adiabatyczng przemiane ze stanu poczatkowego 1 do stanu konicowe-
go 2, zachodzi nastepujaca zaleznos¢:

L _ (Vi)™

. \V, '
Wykaz réwniez, ze dla gazu doskonalego o Cp=19,56 J/mol-K
iCy = 11,48 J/mol-K, ktéry rozszerza sie od poczatkowej objetoéci 2 m* z poczat-

kowa temperaturg T; = 500 K do koricowej objetosci 8 m>, koficowa temperatura
wynosi 188,5 K.

gdziey = ——igdzie Cporaz Cy to ciepla wlasciwe odpowiednio przy stalym cisnie-

Rozwiazanie

2 Jesli gaz doskonaly ulega adiabatycznej kompresji lub rozprezaniu, nie ma utra-
ty ciepla, a niewielka zmiana temperatury 67 jest powiazana z niewielkg zmiana
ci$nienia 6P zgodnie z réwnaniem

§T  [(y—1\éP
T \ v )P

Cp
Cy
niu i statej objetosci. Zakladajac male zmiany i catkujac, wykaz, ze dla gazu prze-
chodzacego adiabatyczng przemiang ze stanu poczatkowego 1 do stanu koncowe-
go 2, zachodzi nastgpujaca zaleznosc:

TZ_ P, (v=1/~
Tl_ P )

gdziey = =—igdzie Cp oraz Cy to ciepla wlasciwe odpowiednio przy stalym cisnie-

Rozwiazanie
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Praca W wykonywana przez gaz rozprezajacy si¢ w ttoku dana jest rownaniem
Vr
W = J pPdav,
Vi
gdzie V;iVr sa odpowiednio poczatkowa i konicowa objetosdcia gazu, a P jest ci$ni-
eniem wywieranym przez gaz na tlok. Cisnienie i objeto$¢ gazu w dowolnym mo-
mencie s3 powigzane rownaniem

PV =k, gdzie k jest stala.
Wykaz, ze
 PVy— PV,
==

o,k Kk
, gdzie P; = v Pr=

4% A

Rozwiazanie

Sita grawitacyjna dzialajgca miedzy masg m a Ziemia (o masie M) wynosi

B GmM

F = 2

>

gdzie r jest odleglosécia od srodka Ziemi do $rodka masy m, a G jest stalg grawita-
cji. Z kolei grawitacyjna energia potencjalna ¢ jest powigzana z silg grawitacyjna
rownaniem

do
-5
Wykaz, ze jesli r = R + a, gdzie R jest promieniem Ziemi oraz a jest wysokoscia
masy m nad powierzchnig Ziemi, i jesli na powierzchni Ziemi energia potencjalna
jest rowna zero, to
GmM GmM

o = RR 1 a) a, a na matych wysokosciach ¢ =~ R

F =

Rozwiazanie

Natezenie pola elektrycznego E w punkcie P dla liniowego rozktadu fadunku dane
jest wzorem

1 yﬂ—ﬂm

dreo )i r— 1P

b

gdzie r i v’ s3 odpowiednio wektorami polozenia punktu P i punktu na osi linio-
wego rozkladu fadunku, p jest gestoscig tadunku, a g jest przenikalno$cig prozni.
Wykaz, ze jesli prosta rozciaggajaca sie od —oo do O wzdluz osi x ma réwnomierny
rozklad tadunku p, to natezenie pola elektrycznego w punkcie ¢ na dodatniej osi x
wyraza si¢ wzorem

P

= i,
4menc

Rozwiazanie
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Odswiezacz powietrza w ksztalcie kuli traci material réwnomiernie i proporcjo-
nalnie do swojej powierzchni. Znajdz réwnanie rézniczkowe, ktore opisuje te sy-
tuacje, a nastepnie znajdz promien kuli jako funkeje czasu.

Odpowiedz Rozwiazanie

Srodek dezynfekujacy w ksztalcie sze$cianu réwnomiernie traci material propor-
cjonalnie do swojej powierzchni. Znajdz réwnanie rézniczkowe, ktére opisuje te
sytuacje, a nastepnie znajdz dltugos¢ boku szescianu jako funkcje czasu.

Odpowiedz Rozwiazanie

Czastka porusza sie z przyspieszeniem n?a cos nt w czasie t. Jesli zaczyna od spo-
czynku w czasie t = 0, wykaz, ze jej predko$¢ wynosi zero w odstepach czasu 7/n
i ze odleglo$¢ miedzy jej skrajnymi pozycjami wynosi 2a.

Rozwiazanie
Ozdobny kubeczek papierowy jest formowany poprzez obrét krzywej ay* = x°,

gdzie 0 < x < a, wokdt osi y. Znajdz objetos¢ kubeczka w zaleznosci od wartosci
parametru a.

ay2=x3 dlaa=6

Osy

0s x

Odpowiedz Rozwiazanie
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10 W pewnej czgsci przedzarki widkno bawelny przechodzi przez dwie przelotki.
Ze wzgledu na ruch obrotowy wystepujacy w procesie wtékno zostaje wprawione
w ruch oscylacyjny pomiedzy dwiema przelotkami i tworzy ksztalt wycinka okregu
obracajgcego si¢ wokot jego srednicy. Znajdz objetos¢ utworzonej w ten sposob
bryly w zaleznosci od promienia okregu i kata 26 lezacego w $rodku naprzeciwko
tuku wycinka tego okregu.
Odpowiedz Rozwiazanie
11  Drugi wspoélczynnik wirialny gazu rzeczywistego dla dowolnego potencjatu E(r)
dany jest jako
B, = 12J (1 — e’E(’)/kT> r?dr.
0
Znajdz B, dla kwadratowej studni potencjatu:
oo r<a
E(r)y=¢ —€ a<r<aa €¢>0,a>1
0 r>aa
Odpowiedz Rozwiazanie
Odpowiedzi
6 r)=r0)—kt
Pytanie Rozwigzanie
7 L(t) = L(0) — 2kt
Pytanie Rozwiazanie
9 67al0/3
7
Pytanie Rozwiazanie

Zadania dodatkowe dla ksigzki ,,Matematyka od zera dla inzyniera” autorstwa K. A. Strouda i D. ]. Bootha.
Wiecej zadan i materiatéw do pobrania znajdziesz na stronie www.stroud.edu.pl

4



P 1 2
10 V =2ra®sin (%)

Pytanie Rozwiazanie

1 g aa[1+ (@ - 1)(1- )]

Pytanie Rozwiazanie

Rozwigzania

1 Majac dane 6% =—(y-1) 67V i zakladajac mate zmiany, tak aby$my mogli catko-

wac w przedziale pomiedzy T; i T, (odpowiednio z objetosciami V1iV53), otrzymu-

jemy
TZ Vz
T Vi
Czyli
T V
InT| Tj —~(y=1)|InV| V zatem ln% —(y-1) ln%.
Wiec

T _ (Vi)™
oo\

. Cr ... )
Ponadto, poniewaz v = o widzimy, ze
v

LG o GG
Cv Cy Cp

Teraz, majgc dane Cp= 19,56 J/mol'K, Cy = 11,48 J/mol-K, V; =2 m?3
V, = 8m 3 oraz T; = 500 K, widzimy, ze skoro

T, _ ()
T \V, ’

to

Vv 7—1 Vv (Cp—Cv)/Cv
r=n(g) -7(7)

2\ (19,56-11,48)/11,48
= 500 <—> = 188,5 K.
8 Pytanie
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Majac dane g = (u) % i zakladajac mate zmiany, tak aby$my mogli catko-
v
wac w przedziale pomiedzy T;i T, (odpowiednio z ci$nieniami P; i P2), otrzymu-

jemy

JTZd_T_ (’7— 1) JPzd_P
T: T Y Py P
Czyli
G ~v—1 Py TZ_ v—1 P,
|:1n T:| T = (T) |:1n P:| Pl, zatem lnTl = (T) In 171.
Wiec
T, P, -1/
T, \P;
Pytanie
Vr
W = J prPdv
Vi
Vf k
_ J X v
v, V7
- Vr
=Kk vV=rdv
Jv;
- v,
1—v f
—x| Vv ]
i
B 1—7 1—7
v }
L 1—~
kY
Vf/ Vl/
= —
PeVe— PV
1-~
Pytanie
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GmM i)
F=- 5—oraz F= —d—, zatem
r dr
o — JR”‘ GmM dr— | _ GmM R+a_ GmM ;
e 1 B r "~ R(R+a)”

a rozdzielajac zmienne otrzymamy

dp =™ g,
r
Nastepnie catkujemy:
D, 12
J dd = J Gn;M dr.
(03] r r
Jeslir, = R, to ®; = 0, ajedlir, = R + a, to &, mozna otrzymac z catki
o R+
[(I)] * — GmM [—rfl] ’
0 R
Czyli
1 1 R+a—R GmMa
®, = M| ——— = M = .
2= Gm ( Rta +R) o (R(R+a)> RR+a)

Gdy a jest male w poréwnaniu z R, to mozna to zapisac jako
GmMa GmMa
R(R+a) R%(1+a/R)

a poniewaz a/R jest znacznie mniejsze niz 1, to o, =~

Oy =

GmMa
Rz

Pytanie

Element tadunku pdx’ znajdujacy sie w x/, gdzie —oo < x’ < 0, doktada
pc—x)dx" pdx’
4reolc — x'|P 4meo(c — x')?

do wielkosci nat¢zenia pola elektrycznego dla r = ci. Dlatego catkowite nat¢zenie
pola elektrycznego dla r = ci otrzymujemy, catkujac element tadunku po calym
rozkladzie fadunku:

0 pdx’ . ¢ pdu
oo dmeg(c — X')? 1=- i dTeQU? 1 Gdzieu = ¢ — X' oraz
du=d(c—x') = —dc.

{ 4776014} Gdzie u = ¢, gdzy X' = O oraz
u:C+OO,ngX/= —

( 47‘(‘606)

p

"~ dregc

Pytanie
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Jedli r jest promieniem kuli, to jej objeto$¢ dana jest jako V(r) = 47r3/3, a jej
pole powierzchni jako S(r) = 4nr>. W miare jak kula traci material, zmniejsza
sie jej objetosc¢ i dzieje sie to proporcjonalnie do jej aktualnego pola powierzchni.
W zwiazku z tym

dV(r) .dV(r)
@ & S(r), czyli T —kS(r)dlak > 0.

Powierzchnia zmniejsza si¢, poniewaz zmniejsza si¢ promien, wigc

dV(r) d4nr3/3  d4rr’/3 g—él rzg
dat  dr  dr at "ar

Tak wigc otrzymujemy réwnosé
—kS(r) = —4nkr?.

Zatem

4rr? dr — —4nkr?
dt ’

czyli
dr
=
W wyniku calkowania otrzymujemy

—k.

r(t) = —kt + C, gdzie dlat = O mamyr(0) = —-kO 4+ C = C.

Zatem

Pytanie Odpowiedz

Jezeli L jest dtugoscig boku szescianu, to jego objeto$¢ jest dana jako V(L) = L3,
a pole powierzchni jako S(L) = 6L% W miare jak szeécian traci material, zmniejsza
sie jego objetos¢ i dzieje si¢ to proporcjonalnie do jego aktualnego pola powierzch-
ni. W zwiazku z tym
dV (L)
Sdr
Powierzchnia zmniejsza si¢, poniewaz zmniejsza si¢ dlugos¢ boku, wigc

3 3
dv(L) _dL”_dL° dL =3L? %, a to jest réwne — kS(L) = —6KL>,

oc S(L), czyli dZ—EL) = —kS(L)dlak > 0.

dt — dr  dL dt dr
Zatem
SLZ% - _6kL2>
dt
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czyli
dr _
dt

W wyniku calkowania otrzymujemy

L(t) = —2kt + C, gdzie dlat = O mamy L(0) = —2k0+ C = C.

—2k.

Zatem
L(t) = L(0) — 2kt.

Pytanie Odpowiedz

Niech czastka porusza si¢ w kierunku x tak, aby jej potozenie, predkos¢ i przy-
spieszenie w czasie t wyniosty odpowiednio x(t), x'(t)i x”(t). Mamy dane, Ze

x"(t) = n*acosnt,
Calkujac, otrzymujemy

x'(t) = ansinnt + Cy, gdzie w czasie t = 0 mamy x'(t) = 0. Zatem C; = 0.
Calkujac po raz kolejny, otrzymujemy

x(t) = —acosnt + Cy.

Poniewaz x/(t) = nasinnt, to x'(t) = 0, gdy sinnt = 0, czyli gdy t = 7/n. W tych
momentach czgsteczka znajduje si¢ na jednym lub drugim krancu swojego ruchu.
Od momentu, gdy czastka zaczyna ruch, kiedy t = O (jedno ze skrajnych potozen
czasteczki) do momentu, w ktérym zatrzymuje si¢ (na drugim krancu swojego
ruchu) w chwili t = 7/n, porusza sie:

X(%)—X(O) = (—acosT+ Cy) — (—acos0 + Cy) = a+a = 2a.

Pytanie
Jeslix=0,toy =0, ajeslix = a, toy = ta.
Objetos¢ gérnej polowy kubeczka (nad osig y) dana jest jako
a a a 7/374 10/3
J > dy = J 7r(ay2)2/3 dy = J may*3 dy = W[ay } _ 3ma
0 0 0 7/3 1o 7
10/3
Zatem objetos¢ kubeczka wynosi oma
Pytanie Odpowiedz
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Rownanie tuku odcinka okregu to y = Va2 — x2 8|

dla—asinfd < x< asiné. R
Objetos¢ utworzonej bryly to:
P! N
asin 6 R : .
V = J 7'('y2 dX ,/ : A a : \\
—asin l | % | \
sin 6 : : : :
== J 7T(a2 — XZ) dX \ —asin@ asiné |
—asin ‘\ //
3qasind \ /
, X . .
ol
3 —asinf

3 cin3 3 cin3
:w{ (a3 sing — 2> 7 s13n 9) — (—a3 sing+ 2> Y s;n 9)}

s 2
— a3 sin9<1 _ s 9).

3
Pytanie Odpowiedz
By, =12 <1 - e’E(’)/kT> r?dr
0
= 12| (1-0)r2dr+ 12J (1 - e/kT)rZ dr + 12J (1-1)2dr
uO ad
=12 r dr+12J ( — f/kT>r2dr
0
31° r
— o e/kT
e
— 443 Jr4“3(0;, < e/kT>
—4 3 1 - 1 e/kT
! [ * (a < )] Pytanie Odpowiedz
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